
§9.3 対数の性質

　指数法則と定理 9.2.1とから対数に関する公式を導きます．

定理 9.3 a は正の実数で a 6= 1 とする． 任意の正の実数 r , s 及び任意の実数

p について，

loga(rs) = logar + logas , loga
r

s
= logar − logas , loga(r

p) = p logar .

証明 等式 logar + logas = loga(rs) を導く． 定理 9.2.1 として述べた公式

P = loga(a
P ) において P = logar + logas とおく：

logar + logas = loga
(

aloga
r+log

a
s
)

.

右辺の式において，指数法則 au+v = auav より

aloga
r+log

a
s = aloga

ralogas ,

定理 9.2.1より alogar = r , aloga
s = s なので

aloga
raloga

s = rs .

これら 3つの等式より，

logar + logas = loga
(

aloga
r+log

a
s
)

= loga
(

aloga
ralogas

)

= loga(rs) .

　等式 logar − logas = loga
r

s
を導く． 定理 9.2.1として述べた公式 P = loga(a

P )

において P = logar − logas とおく：

logar − logas = loga
(

alogar−log
a
s
)

.

右辺の式において，指数法則 au−v =
au

av
より

alogar−log
a
s =

aloga
r

alogas
,

定理 9.2.1より alogar = r , aloga
s = s なので

aloga
r

aloga
s
=

r

s
.

これら 3つの等式より，

logar − logas = loga(a
log

a
r−log

a
s) = loga

aloga
r

alogas
= loga

r

s
.

　等式 p logar = loga(r
p) を導く． 定理 9.2.1として述べた公式 P = loga(a

P ) にお

いて P = p logar とおく：

p logar = loga
(

ap loga
r
)

.

右辺の式において，指数法則 avu = auv = (au)v より

ap loga
r =

(

aloga
r
)p

,

定理 9.2.1より alogar = r なので
(

alogar
)p

= rp .

これら 3 個の等式より，

p logar = loga
(

ap loga
r
)

= loga
{(

aloga
r
)p}

= loga(r
p) .

（証明終り）

　 a は正の実数で a 6= 1 とします． 正の実数 r について，

loga
1
r
= logar

−1 = − logar .

例題 次の式を計算して簡単にする： log2
8
5
+ log210．

〔解説〕 2 通りの計算法を示す．

log2
8
5
= log28 − log25 = log22

3 − log25 = 3 − log25 ,

log210 = log2(2 · 5) = log22 + log25 = 1+ log25 .

よって

log2
8
5
+ log210 = 3 − log25 + 1+ log25 = 4 .

あるいは，

log2
8
5
+ log210 = log2

(

8
5
· 10

)

= log216 = log22
4 = 4 . 終

問題 9.3.1 次の式を計算して簡単にしなさい： log336+ log3
27
4
．

例題 次の式を計算して簡単にする： 2 log58 + log5
3
32
．

〔解説〕 2 通りの計算法を示す．

2 log58 + log5
3
32

= 2 log52
3 + log53 − log532 = 6 log52 + log53 − log52

5

= 6 log52 + log53 − 5 log52 = log52 + log53

= log56 .

あるいは，

2 log58 + log5
3
32

= log5(2
3)2 + log5

3
32

= log5

(

26 · 3

25

)

= log5(2 · 3) = log56 . 終

問題 9.3.2 次の式を計算して簡単にしなさい： log6
27
7

− 2 log69．

例題 次の式を計算して簡単にする：
log240

2
− log2

√
5 ．

log240

2
− log2

√
5 =

log2(2
3 · 5)

2
− log25

1
2 =

log22
3 + log25

2
− 1

2
log25

=
3+ log25

2
− log25

2
=

3
2

. 終

問題 9.3.3 次の式を計算して簡単にしなさい： log5
√
7 − log528

2
．

　対数に関するもう一つの公式は対数の底を換えるための公式です．

補助定理 実数 a と b とについて， a, b > 0 かつ a, b 6= 1 のとき， logba 6= 0 ．

証明 logba = 0 とすると， blogba = b0 = 1 ，定理 9.2.1より blogb
a = a なの

で， a = 1 ． つまり， logba = 0 ならば a = 1 ． 対偶をとると， a 6= 1 ならば

logba 6= 0 ． （証明終り）

定理（対数の底の変換公式） 実数 a, b , r について， a, b , r > 0 かつ a, b 6= 1

のとき，

logar =
logbr

logba
.

証明 定理 9.2.1として述べた公式 P = logb(b
P ) において P = (logba)(logar) と

おく：

(logba)(logar) = logb
{

b(logba)(loga
r)
}

.

指数法則 buv = (bu)v より

b(logba)(logar) =
(

blogba
)log

a
r
,

定理 9.2.1より blogba = a , alogar = r なので，
(

blogb
a
)log

a
r
= aloga

r = r .

これら 3 個の等式より，

(logba)(logar) = logb
{

b(logba)(logar)
}

= logb
{(

blogb
a
)log

a
r}

= logbr .

a 6= 1 なので，補助定理より logba 6= 0 ，故に logar =
logbr

logba
． （証明終り）

例題 次の式を計算して簡単にする： log832 , log 1
4
49． 対数の式を用いるならば底

を 2 にする．

log832 =
log232

log28
=

log22
5

log22
3 =

5
3

.

log 1
4
49 =

log249

log2
1
4

=
log27

2

log2
1

22

=
2 log27

log22
−2 =

2 log27

−2
= − log27 . 終

問題 9.3.4 以下の式を簡単にしなさい． 対数の式を用いるならば底を 2 にしな

さい．

(1) log1664 . (2) log 1
9
27 .

　実数 a と b とについて， a,b > 0 , a,b 6= 1 であるとき，底の変換公式より，

logab =
logbb

logba
=

1

logba
.

　一つの式に底が異なる対数が現れるときは，底の変換公式を用いて対数の底を揃え

ます．

例題 次の式を計算して簡単にする： log310 − log916 ． 対数の式を用いるならば底

を 3 にする．

log310 − log916 = log3(2 · 5) −
log316

log39
= log32 + log35 − log32

4

log33
2

= log32 + log35−
4 log32

2
= log32 + log35− 2 log32 = log35− log32

= log3
5
2

. 終

問題 9.3.5 次の式を計算して簡単にしなさい：
log221

3
− log849 ． 対数の式を用い

るならば底を 2 にしなさい．

例題 次の式を計算して簡単にする： (log32)(log86) ． 対数の式を用いるならば底

を 3 にする．

(log32)(log86) = log32 · log36
log38

= log32 · log36

log32
3 = log32 · log36

3 log32

=
log36

3
. 終

問題 9.3.6 次の式を計算して簡単にしなさい： (log23)(log910) ． 対数の式を用い

るならば底を 2 にしなさい．


