
§3.4 ベクトルの向き

次の定理が成り立ちます．

定理 3.4.1 実ベクトル空間の任意のベクトル a と b とについて， a 6= 0 かつ

b 6= 0 のとき，

a と b とが成す角度が 0◦ ⇐⇒ a ·b = |a | |b| ,
a と b とが成す角度が 180◦ ⇐⇒ a ·b = −|a | |b| .

証明 ベクトル a と b とについて a 6= 0 かつ b 6= 0 とする．このとき |a | 6= 0

かつ |b| 6= 0 ． a と b とが成す角度を θ とおく． 定理 3.1より

a ·b = |a | |b| cosθ .

　 θ = 0◦ ならば， cosθ = cos0◦ = 1 なので，a ·b = |a | |b| ．逆に， a ·b = |a | |b| な
らば， |a | |b| = |a | |b| cosθ ， |a | 6= 0 かつ |b| 6= 0 なので cosθ = 1 ， 0◦ ≤ θ ≤ 180◦

なので θ = 0◦ ．

　 θ = 180◦ ならば， cosθ = cos180◦ = −1 なので， a ·b = −|a | |b| ． 逆に，

a ·b = −|a | |b| ならば， −|a | |b| = |a | |b| cosθ ， |a | 6= 0 かつ |b| 6= 0 なので

cosθ = −1 ， 0◦ ≤ θ ≤ 180◦ なので θ = 180◦ ． （証明終り）

　この定理より，ベクトルの向きについて次のように定義します．

定義 実ベクトル空間のベクトル a と b とについて，

a と b とが同じ向きであるとは a ·b = |a | |b| となることであり，
a と b とが逆の向きであるとは a ·b = −|a | |b| となることである．

　零ベクトルでないベクトル a と b とについて，

a と b とが同じ向きであるとは a と b とが成す角度が 0◦ であること

であり，

a と b とが逆の向きであるとは a と b とが成す角度が 180◦ であること

です． 例えば次のようになります．
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　以下の定理の証明は後回しにします．

定理 3.4.2 実ベクトル空間の任意のベクトル a と b とについて，

|a | = |b| かつ a と b とが同じ向きならば a = b ，

|a | = |b| かつ a と b とが逆の向きならば a = −b ．

定理 3.4.3 実ベクトル空間の任意のベクトル a 及び任意の実数 k1 と k2 とにつ

いて，

k1k2 ≥ 0 のとき ベクトル k1a と k2a とは同じ向きであり，

k1k2 ≤ 0 のとき ベクトル k1a と k2a とは逆の向きである．

　定理 3.4.3と定理 1.8.3とを併せると次のことが分かります：実数 k に対して，実ベ

クトル a と ka とを比べると，

k ≥ 0 のとき，ka は a と同じ向きで大きさが |k| 倍のベクトルである；
k ≤ 0 のとき，ka は a と逆の向きで大きさが |k| 倍のベクトルである．
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定理 3.4.4 実ベクトル空間の任意のベクトル a と b とについて，

a と b とが同じ向きであるならば |a |b = |b|a ，
a と b とが逆の向きであるならば |a |b = −|b|a ．

例題 ベクトル平面において，ベクトル (−2 ,3) と同じ向きで大きさが 5 であるベ

クトルを求める．

〔解説〕 ベクトル a = (−2 ,3) と同じ向きで大きさが 5 のベクトルを x とおく． a

と x との向きが同じなので， |a |x = |x |a ， x =
|x |
|a |a ． x の大きさは 5 なので

|x | = 5 ，また |a | =
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問題 3.4.1 ベクトル平面において，ベクトル (4 ,−3) と同じ向きで大きさが 7 で

あるベクトルを求めなさい．

例題 ベクトル平面において，ベクトル (5 ,−3) と逆の向きで大きさが 7 であるベ

クトルを求める．

〔解説〕 ベクトル a = (5 ,−3) と逆の向きで大きさが 7 であるベクトルを x とお

く． a と x との向きが逆なので， |a |x = −|x |a ， x = −|x |
|a |a ． x の大きさは 7

なので |x | = 7 ，また |a | =
√

52+(−3)2 =
√
34 ． 従って求めるベクトル x は

x = −|x |
|a |a = − 7√
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. 終

問題 3.4.2 ベクトル平面において，ベクトル (−2 ,5) と逆の向きで大きさが 3 で

あるベクトルを求めなさい．

定理の証明

定理 3.4.2 実ベクトル空間の任意のベクトル a と b とについて，

|a | = |b| かつ a と b とが同じ向きならば a = b ，

|a | = |b| かつ a と b とが逆の向きならば a = −b ．

証明 ベクトル a と b とが同じ向きとする． a ·b = |a | |b| なので，
|a − b |2 = (a − b) ·(a − b) = a ·a −a ·b −a ·b + b ·b = |a |2 − 2a ·b + |b|2

= |a |2 − 2 |a | |b|+ |b|2 ;

更に |a | = |b| とすると，

|a |2 − 2 |a | |b|+ |b|2 = |b|2 − 2 |b| |b|+ |b|2 = 2 |b|2 − 2 |b|2 = 0 ,

よって |a − b |2 = 0 なので， |a − b | = 0 ，定理 1.6.3より a − b = 0 ，故に

a = b ．

　ベクトル a と b とが逆の向きとする． a ·b = −|a | |b| なので，
|a + b |2 = (a + b) ·(a + b) = a ·a +a ·b +a ·b + b ·b = |a |+2a ·b + |b|2

= |a | − 2 |a | |b|+ |b|2 ;

更に |a | = |b| とすると，

|a |2 − 2 |a | |b|+ |b|2 = |b|2 − 2 |b| |b|+ |b|2 = 2 |b|2 − 2 |b|2 = 0 ,

よって |a + b |2 = 0 なので， |a + b | = 0 ，定理 1.6.3より a + b = 0 ，故に

a = −b ． （証明終り）

定理 3.4.3 実ベクトル空間の任意のベクトル a 及び任意の実数 k1 と k2 とにつ

いて，

k1k2 ≥ 0 のとき ベクトル k1a と k2a とは同じ向きであり，

k1k2 ≤ 0 のとき ベクトル k1a と k2a とは逆の向きである．

証明

(k1a) ·(k2a) = k1{a · (k2a)} = k1{k2(a ·a)} = k1k2|a |2 .

また，定理 1.6.4より |k1a | = |k1| |a | , |k2a | = |k2| |a | なので，

|k1a | |k2a | = |k1| |a | |k2| |a | = |k1| |k2| |a | |a | = |k1k2| |a |2 .

k1k2 ≥ 0 のとき， |k1k2 | = k1k2 なので

(k1a) ·(k2a) = k1k2 |a |2 = |k1k2 | |a |2 = |k1a | |k2a | ,

よって k1a と k2a とは同じ向きである． k1k2 ≤ 0 のとき， |k1k2 | = −k1k2 より

k1k2 = −|k1k2 | なので

(k1a) ·(k2a) = k1k2|a |2 = −|k1k2 | |a |2 = −|k1a | |k2a | ,

よって k1a と k2a とは逆の向きである． （証明終り）

定理 3.4.4 実ベクトル空間の任意のベクトル a と b とについて，

a と b とが同じ向きであるならば |a |b = |b|a ，
a と b とが逆の向きであるならば |a |b = −|b|a ．

証明 内積の性質より，

(|a |b) ·(|b|a) = |a |{b ·(|b|a)} = |a | |b|(b ·a) = |a | |b |(a ·b) .
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　 a と b とが同じ向きであるならば， a ·b = |a | |b| なので，
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∣ なので，定理 3.4.2より， |a |b = |b|a ．
　 a と b とが逆の向きであるならば， a ·b = −|a | |b| なので，
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∣ なので，定理 3.4.2より， |a |b = −|b|a ． （証明終り）


