
2.8　複素数
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位という．虚数単位 i =
√
−1 は −1 の平方根なので
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　複素数の全体 C は以下の 3条件を満たす必要最小限の集合である：

(1) 総ての実数は集合 C に属す；

(2) 虚数単位 i は集合 C に属す；



(3) 集合 C の要素の和・差・積・商（ 0 で割る商は除く）はやはり C の要素

であり，集合 C の要素について四則演算の法則が成り立つ：つまり，C の任

意の要素 α, β, γ について，

　（加法の交換法則） α+ β = β+α ;

　（乗法の交換法則） αβ = βα ;

　（加法の結合法則） α+(β+ γ) = (α+ β)+ γ ;

　（乗法の結合法則） α(βγ) = (αβ)γ ;

0+α = α+0 = α ;

1 ·α = α · 1 = α ;

−α+α = α+(−α) = 0 ;

α 6= 0 のとき 1
α
·α = α · 1

α
= 1 ;

　（分配法則） α(β+ γ) = αβ+αγ , (α+ β)γ = αγ+ βγ .



　このようにして，実数の範囲より広い複素数の範囲を考える．実数でない複

素数を虚数 という．数について次のように分類される：

複素数

{

実数
{

有理数
有理数でない実数 ＝ 無理数

実数でない複素数 ＝ 虚数 .
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i である．ここで複号 ± を忘れないこと．



例 −11
75
の平方根をなるべく簡単に表す．

√

−11
75

=

√

−
(

−11
75

)

i =

√

11
75

i =

√
11√

3 · 52
i =

√
11

√
3

3 · 5 i =

√
33

15
i .

−11
75
の平方根は ±

√
33

15
i である． 終



問2.8.1 −13
98
の平方根をなるべく簡単に表せ．根号が現れる回数はなるべく

少なくして，根号の中は自然数にせよ．



問2.8.1 −13
98
の平方根をなるべく簡単に表せ．根号が現れる回数はなるべく

少なくして，根号の中は自然数にせよ．
√

−13
98

=

√

13
98

i =

√
13√

2 · 72
i =

√
13

√
2

2 · 7 i =

√
26

14
i .

−13
98
の平方根は ±

√
26

14
i である． 終



　複素数の四則演算を計算する．



例 複素数 α = 5− 2i と β = 3+4i とに対して，和 α+ β , 差 α− β , 積

αβ を計算する．虚数単位 i をあたかも文字のように扱って計算する．



例 複素数 α = 5− 2i と β = 3+4i とに対して，和 α+ β , 差 α− β , 積

αβ を計算する．虚数単位 i をあたかも文字のように扱って計算する．

α+ β = 5− 2i+3+4i= (5+ 3)+ (−2+ 4)i = 8+2i .



例 複素数 α = 5− 2i と β = 3+4i とに対して，和 α+ β , 差 α− β , 積

αβ を計算する．虚数単位 i をあたかも文字のように扱って計算する．

α+ β = 5− 2i+3+4i= (5+ 3)+ (−2+ 4)i = 8+2i .

α− β = 5− 2i− (3+ 4i) = 5− 2i− 3− 4i= (5− 3)+ (−2− 4)i = 2− 6i .



例 複素数 α = 5− 2i と β = 3+4i とに対して，和 α+ β , 差 α− β , 積

αβ を計算する．虚数単位 i をあたかも文字のように扱って計算する．

α+ β = 5− 2i+3+4i= (5+ 3)+ (−2+ 4)i = 8+2i .

α− β = 5− 2i− (3+ 4i) = 5− 2i− 3− 4i= (5− 3)+ (−2− 4)i = 2− 6i .

i2 = −1 なので，

αβ = (5− 2i)(3+ 4i) = 5(3+ 4i)− 2i(3+ 4i)

= 15+ 20i− 6i− 8i2 = 15+14i− 8(−1)

= 23+ 14i . 終



問2.8.2 複素数 α = −4+ 5i と β = −3− 2i とに対して，和 α+ β , 差

α− β , 積 αβ を計算せよ．



問2.8.2 複素数 α = −4+ 5i と β = −3− 2i とに対して，和 α+ β , 差

α− β , 積 αβ を計算せよ．

α+ β = −4+ 5i− 3− 2i= −7+ 3i .



問2.8.2 複素数 α = −4+ 5i と β = −3− 2i とに対して，和 α+ β , 差

α− β , 積 αβ を計算せよ．

α+ β = −4+ 5i− 3− 2i= −7+ 3i .

α− β = −4+ 5i− (−3− 2i) = −1+ 7i .



問2.8.2 複素数 α = −4+ 5i と β = −3− 2i とに対して，和 α+ β , 差

α− β , 積 αβ を計算せよ．

α+ β = −4+ 5i− 3− 2i= −7+ 3i .

α− β = −4+ 5i− (−3− 2i) = −1+ 7i .

αβ = (−4+ 5i)(−3− 2i) = 12+ 8i− 15i− 10i2 = 12− 7i+10 = 22− 7i .



　複素数 α の中の虚数単位 i を総て −i で置き換えてできる複素数を，α の

共役複素数という．例えば，複素数 2+ 3i の共役複素数は 2+ 3(−i) = 2− 3i

で，複素数 −9
2
−
√
5 i の共役複素数は −9

2
−
√
5(−i) = −9

2
+
√
5i である．

7 = 7+0i なので，7 の共役複素数は 7+ 0(−i) = 7 である；つまり，実

数 7 の共役複素数は 7 自身である．また，虚数単位 5i の共役複素数は

5(−i) = −5i であり，複素数 −8
3
i の共役複素数は −8

3
(−i) =

8
3
i である．一

般的に，実数 a と b とに対して，



　複素数 α の中の虚数単位 i を総て −i で置き換えてできる複素数を，α の

共役複素数という．例えば，複素数 2+ 3i の共役複素数は 2+ 3(−i) = 2− 3i

で，複素数 −9
2
−
√
5 i の共役複素数は −9

2
−
√
5(−i) = −9

2
+
√
5i である．

7 = 7+0i なので，7 の共役複素数は 7+ 0(−i) = 7 である；つまり，実

数 7 の共役複素数は 7 自身である．また，虚数単位 5i の共役複素数は

5(−i) = −5i であり，複素数 −8
3
i の共役複素数は −8

3
(−i) =

8
3
i である．一

般的に，実数 a と b とに対して，



　複素数 α の中の虚数単位 i を総て −i で置き換えてできる複素数を，α の

共役複素数という．例えば，複素数 2+ 3i の共役複素数は 2+ 3(−i) = 2− 3i

で，複素数 −9
2
−
√
5 i の共役複素数は −9

2
−
√
5(−i) = −9

2
+
√
5i である．

7 = 7+0i なので，7 の共役複素数は 7+ 0(−i) = 7 である；つまり，実

数 7 の共役複素数は 7 自身である．また，虚数単位 5i の共役複素数は

5(−i) = −5i であり，複素数 −8
3
i の共役複素数は −8

3
(−i) =

8
3
i である．一

般的に，実数 a と b とに対して，



　複素数 α の中の虚数単位 i を総て −i で置き換えてできる複素数を，α の

共役複素数という．例えば，複素数 2+ 3i の共役複素数は 2+ 3(−i) = 2− 3i

で，複素数 −9
2
−
√
5 i の共役複素数は −9

2
−
√
5(−i) = −9

2
+
√
5i である．

7 = 7+0i なので，7 の共役複素数は 7+ 0(−i) = 7 である；つまり，実

数 7 の共役複素数は 7 自身である．また，虚数単位 5i の共役複素数は

5(−i) = −5i であり，複素数 −8
3
i の共役複素数は −8

3
(−i) =

8
3
i である．一

般的に，実数 a と b とに対して，



　複素数 α の中の虚数単位 i を総て −i で置き換えてできる複素数を，α の

共役複素数という．例えば，複素数 2+ 3i の共役複素数は 2+ 3(−i) = 2− 3i

で，複素数 −9
2
−
√
5 i の共役複素数は −9

2
−
√
5(−i) = −9

2
+
√
5i である．

7 = 7+0i なので，7 の共役複素数は 7+ 0(−i) = 7 である；つまり，実

数 7 の共役複素数は 7 自身である．また，虚数単位 5i の共役複素数は

5(−i) = −5i であり，複素数 −8
3
i の共役複素数は −8

3
(−i) =

8
3
i である．一

般的に，実数 a と b とに対して，

複素数 a+ ib の共役複素数は a+(−i)b = a− ib であり，

複素数 a− ib の共役複素数は a− (−i)b = a+ ib である．



　実数 a と b とに対して，複素数 a+ bi とその共役複素数 a− bi との積は

実数になる：乗法公式 (A+B)(A−B) = A2 −B2 と指数法則と i2 = −1 と

により，



　実数 a と b とに対して，複素数 a+ bi とその共役複素数 a− bi との積は

実数になる：乗法公式 (A+B)(A−B) = A2 −B2 と指数法則と i2 = −1 と

により，

(a+ bi)(a− bi) = a2 − (bi)2 = a2 − b2i2 = a2 − b2(−1) = a2 + b2 .



　実数 a と b とに対して，複素数 a+ bi とその共役複素数 a− bi との積は

実数になる：乗法公式 (A+B)(A−B) = A2 −B2 と指数法則と i2 = −1 と

により，

(a+ bi)(a− bi) = a2 − (bi)2 = a2 − b2i2 = a2 − b2(−1) = a2 + b2 .

a と b とは実数なので，a2 + b2 は実数である．



　実数 a と b とに対して，複素数 a+ bi とその共役複素数 a− bi との積は

実数になる：乗法公式 (A+B)(A−B) = A2 −B2 と指数法則と i2 = −1 と

により，

(a+ bi)(a− bi) = a2 − (bi)2 = a2 − b2i2 = a2 − b2(−1) = a2 + b2 .

a と b とは実数なので，a2 + b2 は実数である．

　分数の分母が虚数であるとき，分母の共役複素数を分母と分子とに掛けて計

算する．



例 複素数 α = 5− 2i と β = 3+4i とに対して，商 α
β
と β

α
とを計算する．

分数 α
β
の分母 β = 3+4i の共役複素数 3− 4i を分子と分母とに掛ける．



例 複素数 α = 5− 2i と β = 3+4i とに対して，商 α
β
と β

α
とを計算する．

分数 α
β
の分母 β = 3+4i の共役複素数 3− 4i を分子と分母とに掛ける．

α
β

=
5− 2i

3+ 4i
=

(5− 2i)(3− 4i)

(3+ 4i)(3− 4i)
=

5(3− 4i)− 2i(3− 4i)

32− (4i)2

=
15− 20i− 6i+8i2

9− 16i2
=

15− 26i+8(−1)

9− 16(−1)

=
7− 26i

25
.



例 複素数 α = 5− 2i と β = 3+4i とに対して，商 α
β
と β

α
とを計算する．

分数 α
β
の分母 β = 3+4i の共役複素数 3− 4i を分子と分母とに掛ける．

α
β

=
5− 2i

3+ 4i
=

(5− 2i)(3− 4i)

(3+ 4i)(3− 4i)
=

5(3− 4i)− 2i(3− 4i)

32− (4i)2

=
15− 20i− 6i+8i2

9− 16i2
=

15− 26i+8(−1)

9− 16(−1)

=
7− 26i

25
.

分数 β
α
の分母 α = 5− 2i の共役複素数 5+ 2i を分子と分母とに掛ける．

β
α

=
3+4i

5− 2i
=

(3+ 4i)(5+ 2i)

(5− 2i)(5+ 2i)
=

3(5+ 2i)+ 4i(5+ 2i)

52− (2i)2

=
15+6i+20i+8i2

25− 4i2
=

15+26i+8(−1)

25− 4(−1)

=
7+26i

29
. 終



問2.8.3 複素数 α = 3− 2i と β = −4+ 5i とに対して，商 α
β
と β

α
とを計

算せよ．



問2.8.3 複素数 α = 3− 2i と β = −4+ 5i とに対して，商 α
β
と β

α
とを計

算せよ．

α
β

=
3− 2i

−4+ 5i
=

(3− 2i)(−4− 5i)

(−4+ 5i)(−4− 5i)
=

−12− 15i+8i+10i2

(−4)2− 52i2
=

−12− 7i− 10

16+ 25

= −22+ 7i

41
.



問2.8.3 複素数 α = 3− 2i と β = −4+ 5i とに対して，商 α
β
と β

α
とを計

算せよ．

α
β

=
3− 2i

−4+ 5i
=

(3− 2i)(−4− 5i)

(−4+ 5i)(−4− 5i)
=

−12− 15i+8i+10i2

(−4)2− 52i2
=

−12− 7i− 10

16+ 25

= −22+ 7i

41
.

β
α

=
−4+ 5i

3− 2i
=

(−4+ 5i)(3+ 2i)

(3− 2i)(3+ 2i)
=

−12− 8i+15i+10i2

32 − 22i2
=

−12+ 7i− 10

9+ 4

=
−22+ 7i

13
.



　指数法則 am+n = aman , amn = (am)n を用いると次の等式が導かれる：

i3 = i2+1 = i2i1 = −1 · i = −i ;

i4 = i2·2 = (i2)2 = (−1)2 = 1 .

これらの等式は覚えておくこと：

i2 = −1 , i3 = −i , i4 = 1 .



例 複素数 (2− 3i)3 を計算する．乗法公式 (a− b)3 = a3 − 3a2b+3ab2− b3 を

用いる． i3 = −i ．

(2− 3i)3 = 23− 3 · 223i+3 · 2 · (3i)2− (3i)3

= 8− 36i+54i2− 27i3 = 8− 36i− 54+ 27i

= −46− 9i . 終



問2.8.4 複素数 (3− 2i)3 を計算せよ．



問2.8.4 複素数 (3− 2i)3 を計算せよ．

(3− 2i)3 = 33 − 3 · 322i+3 · 3 · (2i)2− (2i)3 = 27− 54i− 36+ 8i

= −9− 46i . 終


